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RESUMO

O presente trabalho se propde a apresentar um estudo sobre a teoria de
Fracdes Continuas, um dos mais belos assuntos da Matematica elementar, sendo
ainda hoje considerado tema de pesquisa. Falaremos desde o contexto histérico, sua
definicdo e propriedades até a relacado existente com determinantes e equacdes
diofantinas lineares. Para isso, além dos exemplos, apresentamos alguns teoremas
que ilustram essas propriedades e a representacdo de um numero racional na forma
de fracdo continua. Este material apresenta as vantagens da aplicacdo das fracoes
continuas  em alguns procedimentos algébricos, dando-lhes uma agilidade de

resolucao e preciséao.

Palavras-chave: FracGes Continuas, Matematica, Determinantes, Equacdes

Diofantinas, NUmeros Racionais, Propriedades.

ABSTRACT

This work aims to present a study on the theory of Continued Fractions,
one of the most beautiful topics in elementary mathematics, still considered a
subject of research today. We will discuss its historical context, definition, and
properties, exploring its connection with determinants and linear Diophantine
equations. In addition to examples, we provide theorems illustrating these
properties and the representation of a rational number in the form of a continued
fraction. This material highlights the advantages of applying continued fractions

in certain algebraic procedures, enhancing resolution efficiency and precision.

Keywords: Continued Fractions, Mathematics, Determinants, Diophantine
Equations, Rational Number, Properties.
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1 INTRODUCAO

A Matematica basica, como o proprio adjetivo ja diz, vem da palavra “base”,
algo que serve de suporte, aquilo onde se apoiam outras coisas. E a ferramenta que
engloba habilidades, conceitos e operacdes mais simples da Aritmética (nUmeros),

aplicada para desenvolver a Algebra (uso de letras) e a Geometria (uso de figuras).

E o passo inicial para a construcdo de novos saberes, adquiridos amplamente
desde a infancia até o ensino fundamental, visando o entendimento e dominio
suficientes para o alcance de niveis mais altos, que completam uma formacéo

satisfatoria para todo educando.

As fracbes continuas sdo uma forma de representacdo que traz mais
praticidade para o célculo matematico. A maneira de representar nUmeros reais na
forma de frag@o continua é bem mais precisa do que a representac¢ao decimal no caso
dos irracionais, racionais finitos e periodicos, por exemplo. Considerando a
aproximacdo de um numero real por um racional, num outro aspecto das fracfes
continuas, é possivel obter fracdes parciais que sdo chamadas convergentes ou
reduzidas. Essas sao fracBes que aproximam o numero real, obtidas a partir da
consideracdo de uma quantidade finita de coeficientes da sua representacdo por
fracOes continuas. Esses coeficientes sdo 0s quocientes obtidos quando utilizamos o
algoritmo de Euclides.

Dada a fracdo continua de um numero qualquer, € possivel, simplesmente
usando as operacdes aritméticas usuais, aproxima-la por fragdes irredutiveis, que sédo

as suas reduzidas.

As fragBes continuas possuem relagcdo com alguns conceitos expostos nas
matrizes curriculares da Educacéo Basica: no¢Oes de aproximacdo e convergéncia,
matrizes e determinantes. Além disso, é de grande importancia na analise diofantina,
ramo da teoria dos nimeros que trata os problemas do contidiano que podem ser

modelados por equacgdes diofantinas.

Quantas cédulas de R$ 5,00 e quantas cédulas de R$ 10,00
sdo necessarias para formar R$ 100,00?



2 DESENVOLVIMENTO

Neste topico apresentaremos a definicdo, alguns exemplos, propriedades das
fracbes continuas e também sua relacdo com os determinantes e as equacdes

diofantinas.

Definicédo 1
Um numero racional pode ser representado de varias maneiras. Por exemplo,

. . . 1 5
o0 numero 0,5 também pode ser escrito na forma 2 bem como To

A escolha da melhor representacdo ird depender de como o nimero sera
utilizado ou de quais operacdes serdo realizadas. Uma fragdo continua, também
chamada fracdo continuada, € uma forma importante de representar nimeros reais.

Em geral, uma fracdo continua € uma expresséao da forma

b
b, ’
bs
a3 + “ee

ag +

a, +

a, +

em que o primeiro termo, a,, € um numero inteiro e os demais nameros a4, a,, ... ,

by, b,, ..., S&0 numeros inteiros positivos.

Quando os numeros b; sdo iguais a 1, as fracdes continuas sdo denominadas
simples.

Uma expressao da forma

ap +

a, + il

o

€ uma fracdo continua simples e finita, que pode ser denotada por
lag; a,,a,,a;3, ..., ad.
No caso em que a representacao seja [ay; a,,a,,as, ...] , S€ tem uma
fracdo continua simples e infinita.
Observe que o termo a, € separado por ponto e virgula para evidenciar que

este é a parte inteira do nimero representado.



Exemplo 1

10—1 3—1 1— 1 1;2,3
7— +7— +7— +E [1; 2,3].
3 3
Exemplo 2
3—0 3—0 ! =0 0;1,3
Z_ +Z +§— +E [; ’ ]
3 3
Exemplo 3
A SR R
2 2
Neste ultimo exemplo, é possivel verificar que —4 € o maior inteiro que é
-18

menor do que =

As fracdes continuas, como veremos mais adiante, tém muitas propriedades
relacionadas ao Algoritmo de Euclides para o célculo do maximo divisor comum (MDC)

entre dois nimeros inteiros.

2.1 Contexto Historico

A origem das fracBes continuas é historicamente dubitavel, pois ndo existe
uma data que marque o inicio da utilizac&o de tal conceito. Segundo Lima (2010, p. 3
— 7), Andrade e Bracciali (2005, p. 4 — 7), as fracdes continuas sdo conhecidas ao
longo da histéria da Matematica. Em todas as antigas obras matematicas gregas e
arabes é possivel encontrar exemplos e vestigios de fragcdes continuas.

O algoritmo euclidiano (325aC — 265aC), teve grande influéncia no estudo das
fracbes continuas. Essa influéncia perdurou até as pesquisas realizadas por
matematicos dos séculos XVII e XVIII como Leonhard Euler, Hermite, John Wallis,
Lambert e Lagrange. Atualmente, as fracdes continuas sdo de grande interesse em
diversas areas do campo matematico, como a teoria dos niameros, na resolucéo de
equacOes diofantinas, na ciéncia da computacdo, na criacdo de algoritmos para
calcular aproximacgfes racionais de numeros reais, além de sua aplicacdo em

problemas fisicos.



No século V, havia vestigios do desenvolvimento de fragbes continuas. Por
exemplo, diz-se que Aryabhata (476 DC), um matematico hindu, usou um método
semelhante para encontrar solucdes inteiras de equagfes com uma ou mais
incégnitas. As famosas equacdes Diofantinas tém o nome do matematico grego
Diofanto de Alexandria (250 a.C.), mas Aryabhata néo as resolveu em geral, ele s6
usou as fracdes continuas em exemplos especificos. Foi o matematico hindu
Bhéskara quem generalizou o processo de resolucéo de equacdes diofantinas por um
processo semelhante & expansao de uma fracdo continua de um nimero, conforme

veremos na secao 2.8.

e ;,v "" .
e BN

Figura 1: Aryabhata. FONTE: BRITANNICA

As fragdes continuas continuaram a ser significativas na Europa do século
XVI, quando os cientistas bolonheses Rafael Bombelli (1526 d.C. - 1572 d.C.) e Pietro
Antonio Cataldi (1548 d.C. - 1626 d.C.) deram suas contribuicbes na area, embora
apenas fornegam mais alguns exemplos.

Bombelli encontrou uma boa aproximacdo para a raiz quadrada de 13

utilizando uma fragéo do tipo:

4 4
V323 4+ ———=3+—7=3+—

7
2 2
IR AP S A S
- 20 © 20 5 5"
3
18
<\/13=3,60555... ==

10
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Figura 2: Rafael Bombelli. FONTE: ALCHETRON

Pietro Cataldi (1548 d.C. - 1626 d.C.), no entanto, encontrou uma boa
aproximacao para a raiz quadrada de 18, dada por :

2
V18 = 4 + > .
8+8+—2—
8+ ...

Figura 3: Pietro Cataldi. FONTE: ALCHETRON

Considerado o homem por tras do simbolo do infinito, John Wallis (1616 d.C.
- 1703 d.C.), utilizou o termo “fracdo continua” em seu livro “Opera Mathematica”
(1695), demonstrou o calculo do n-ésimo convergente através dos seus fundamentos
basicos e descobriu algumas de suas propriedades, o que contribuiu para o

desenvolvimento do calculo infinitesinal e descoberta de séries infinitas.

11
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Figura 4: John Wallis. FONTE: IND’I‘A TODAY

As realizacdes matematicas de Brouncker inclui trabalhos sobre fragfes

continuas e logaritmos através de calculo por séries infinitas. Em 1655, ele forneceu

Tt
uma expansao na forma de fragdo continua do numero real T

T o1+ v
m_ :
2 - 3

2+

Figura 5: Willian Brouncker. FONTE: THE PEERAGE

Leonard Euler (1707 d.C. - 1783 d.C.), grande matematico e fisico, demonsrou
em sua obra “De Fraction lous Continous”, que cada racional pode ser escrito como
uma fracdo continua finita e provou que os irracionais sdo expressos na forma de
fracdo continua infinita. Nessa obra uma das constantes estudadas é o namero
e = 2,7182818.., que é expresso na forma de fracdo continua como
e =[2;1,21,1,41,1,6,...].

n
Do Calculo Diferencial, sabemos que e = lim (1 + %) .

n—-oo

12



Figura 6: Leonard Euler. FONTE: GRUPO ESCOLAR

Joseph-Louis Lagrange (1736 d.C. - 1813 d.C), matematico italiano, provou
através de um teorema, que as solucdes irracionais de equacdes quadraticas tém

representacdo peridédica na forma de fracdo continua.

Figura 7: Joseph-Louis Lagrange. FONTE: UNICETRO

Considerado o pai da Geometria, Euclides foi um grande matematico de
Alexandria, e teria nascido nessa regido por volta do ano 300 a.C.

Historicamente, Euclides é considerado um dos grandes professores de
Matematica de Alexandria e teria importantes publicacfes a respeito da musica,
astronomia, dentre outras areas do conhecimento, das quais teve maior destaque a

geometria. Ele escreveu o livro “Elementos”, sua maior obra que tem treze volumes.

13



C... 8

Figura 8: Euclides. FONTE: EBIOGRAFIA

A obra “Elementos” é considerada o livro mais importante para o estudo da
Geometria. Em seu trabalho, ele reuniu todo o conhecimento matematico de sua
época em um sistema coerente e compreensivel. Todos os fragmentos surgem das
necessidades préticas do uso de aritmética, geometria plana, teoria das proporc¢ées e
geometria solida.

Além da geometria, a obra trata também de algebra elementar e teoria dos
nameros e traz teoremas que foram provados por Tales, Pitdgoras, Platdo, dentre
outros estudiosos que o precederam. Esta publicacdo contém treze volumes e no
sétimo volume, Euclides demonstrou o processo das divisdes sucessivas, comumente
conhecido como Algoritmo euclidiano da divisdo, utilizado para encontrar 0 maximo
divisor comum de dois ou mais nimeros inteiros. Esse processo também é utilizado

para solucdo de Equacdes Diofantinas Lineares.
2.2 O Algoritmo de Euclides e as fracdes continuas

O Algoritmo de Euclides é utilizado para o calculo do maximo divisor comum
de dois numeros inteiros, onde ha uma divisao sucessiva do maior pelo menor até o
resto convergir a zero, conforme podemos oberservar abaixo:

a=b-qy + 19, 0 <ry<b

b=T0'q1+‘r'1, 0<T1<T0
T0=T1'q2+7'2, 0<T2<T1
Th-3 = Th—2"' qn-1 + Tp-1, 0 <1 <m-

Th—2=Th1 " Qn + Ty

14



Desse modo, se r;, = 0, 0 processo das divisdes sucessivas chegara ao fim,

na primeira equagdo ou apos determinado nuamero de divisdes, e

Th—q S€rdom.d.cde aeb.

Definigcéo 2
Sendo a,b € Z ndao nulos, dizemos que um determinado ¢ € Z; é 0 maximo

divisor comum de a e b se c|a e c|b e para todo inteiro, d divisor de c, d|a e d|b.

O calculo do mdc de a e b, usando o algoritmo de Euclides, também pode ser

usado para encontrar uma representacao finita de nimeros racionais por meio de

fracdes continuas.

Do desenvolvimento anterior, segue que

a o 1 1
E—CIO'*‘?—%"‘?—%"‘ o
— CE
TO 0
P + ! + !
= (o = (o — 3 = (o
1 1 1
91+ 75 q1 t 75 q1 + T
m Rty G+ —7
% _I__
dn

) ~ a x ]
Portanto, [qy; 91,92,---,9n ] € @ expansédo de , como fracdo continua.

Exemplo 4

. 124 ~ . , .
Expandir — em frac&o continua, usando o algoritmo de Euclides.

124 | 38 10 8 2
10 8 2 0

(i) 124 = 38-3 + 10 ot o 10
= . e d = _—

' 38 38
38 8

(ii) 38=10-3+8 — E=3+E



(iii) 10= 8:-1+2 — 5 -1+3
8
(ivy 8= 2440 — 5=4
124 10_3+1_3+1 _ 5. 1
38 "3 C 38 T g 87 g1
1 10 10
8
1 1
=3 + =3+ =3+ — = [3;3,14].
3+— 3+—7 3+—
1+§ 1+§ 1+Z
2
Exemplo 5

37 : :
Expandir e em fracao continua, usando o algoritmo de Euclides.

2 1 5 2
37 | 13 | 11 2 1
11 2 1 0
) 37=13-2+11 37 2+11
= . —_— _— = _—
@ 13 13
i) 13=11-1+2 13 1 2
= . —_— —_— = _—
(i6) 11 11
(iii) 11= 2-5+1 1 5+1
= . RN - = —
Ll ) >
2
(iv) 2= 1240 — I=2
37 , 11 , 1 , 1 , 1
BT AT AT 2T AT T
11 11 11
2
1 1
=2+ 1 =2 + T =2+ T = [2;1,5,2].
1+— 1+—7 1+—
5+7 5+Z 5+7
1

16



Se o0 processo da divisdo euclidiana se repetir infinitamente, teremos a
representacdo de um numero irracional.
A afirmacdo oposta também é verdade, conforme o Teorema 1, cuja
demonstracao se encontra em OLDS, C. D. Continued Fractions. New York: Random
House, 1963.

Teorema l
Qualguer numero racional pode ser expresso como uma fracdo continua

finita, e qualquer fracdo continua finita representa um namero racional.

Isso nos permite tirar conclusées sobre a representacdo de um ndamero real
por meio de fracdes continuas. Se o namero for racional, pode ser escrito como uma

fracdo continua finita. Nesse caso, poderiamos realizar o processo inverso.

Exemplo 6
1 B 1 1 1 3 38
7+—1—7+—1—7+—2—7+E—7+§—?
1+ ——~ 1++ 1+5 5
1 3 33
2 2

38 : . ~
Dai, temos que e [7;1,1,2] s&@o duas maneiras distintas de representagao

do mesmo nUumero.

2.3 FragOes reduzidas

Se no desenvolvimento de uma fragdo continua, interrompermos o0 processo
em algum ponto e eliminarmos a parte subsequente desse desenvolvimento, o
namero que obtido até esse momento do processo serd chamado de reduzida ou

convergente da frag&o.

17



Definicéao 3
Sejak =1[9y;91,92,---,9,] € Sejam a, € Z e b, € N*, primos entre

si, de forma que
a

7= [90:91,92 =, @n]n 2 0. (2.1)
n
An—
A fracdo 2-1 ¢ denominada de convergente ou n-ésima reduzida da fracao
n-1

continua do numero real k.

Seja a fracdo

5=t T = [90: 41,92, -, qnl.

1
q; + 1
'._ +_
qn

A primeira reduzida € composta pela parte inteira da fracdo continua, e é

expressa do seguinte modo:
G _ %
b, 1
Cada reduzida ou convergente pode ser representada da seguinte forma:
e primeira reduzida: [q,] :
e segunda reduzida:[qo; q1]

e terceira reduzida:[qy; g1, 9-]

e n-ésima reduzida: [qo; 91,92, -, qn-11, representa o préprio valor da

fracao.
Exemplo 7
Em g = [2;9,1,3], temos
o : ap, 2
Primeira reduzida: — = — = [2]
b, 1
o a; 19
Segunda reduzida: — = — = [2;9]
b, 9
_ _ a, 21
Terceira reduzida: — = — = [2;9,1]
b, 1
ta reduzida: 2 = 22 — [2,9,1,3]
Quarta reduzida: b3_ 39 — 1491,

18



2.4 Determinacédo da n-ésima reduzida

Considerando a fragéo continua

a 1
E_QO+ 1 ’

para determinar a sua n-ésima reduzida, € preciso realizar o processo inverso que

gera uma fragao continua.

Vejamos:
~ % _ 90
) by 1
N 1 1 q-aq1+1
(i) 7+ =qo+— =———
b, 0 q1 q1
N a2 1 1 o 9192 + 4o+ q2
ll)-——=(¢op + =(qot =
( )bz 1o 1 T g g +1 qg1°q2+1
q, +
qz q2
=Q2(Q0'Q1+1)+QO
qd1°q2+1
a
a; _q2(qo-q1+1)+qo _ q2 a1+ ag . .
Como — = = , podemos, por inducao
b, q1°qz +1 qz b1 + by

matematica, reescrever uma regra geral para a escrita da n-ésima reduzida do
seguinte modo:

Apn-1 _ qn-1 " Apn-2 tan-3

bp—1 dn-1°bpn—2 + bn_3

Proposicéo 2
Seja a sequéncia (finita ou infinita) q,, q1,9,, -+ € R tal que g, > 0. Para todo
n > 0, definimos as sequéncias (a,) e (b,) pelas recorréncias

{an+2 = (Qn4+2 " Ap41 + ay onde {ao =qop &1 =(qo"q1+1

, 2.2
bniz = Qniz " bpy1 + by bp=1 bi=q (2:2)

19



Entao,

a
b—: = [qo; 9,y qn], para todo n > 0. (2.3)

Demonstracao

Prova por inducao sobre n.

n _ 9n AGn-1 +an—»

Suponha que a igualdade seja valida para um

n n " bpn—1 +bp_>
determinado n.

Paran + 1, temos:

1
[qO; ql! qZ! LR qn' qn+1] = [qO; qlr qZ’ R qn—li (qn + q )]

n+1
1
1 (Qn + )an—l +an_;
= + — C11’l+1
9o 1 1
q1 + 1 (Qn + q )bn—l + bn—z
qZ + 1 n+1
" Qp-1 Tt
+ —
(qn Qn+1)
an

— An+19nAn-1 + An+1An-2 + An-1 _ An+1 (Qnan—l + an—Z) + An—1

qn+1ann—1 + qn+1bn—2 + bn—l a qn+1 (qnbn—l + bn—z) + bn—l
by

An+10n +Ap—1  Qpiq d {an+1 - qn“‘lan tan
= = :onde _ .
qn+1bn +Dn1 bpia bni1 = qn+1bn +bny

Exemplo 8

: a . , 37
Determinemos a sequéncia das reduzidas do numero 3

. , 37 - . . .
Dada a expansao do numero T3 Por fracOes continuas simples, aplicando as

férmulas de recorréncia podemos determinar os valores dos a,’s e dos b,,’s, como

mostra a Tabela 1.

20



. . . . 37
Tabela 1 — Quocientes parciais e reduzidas do racional T

n 2 -1 0 1 2 3
In / / 2 1 5 2
an 0 1 2-1+40=2 1-2+1=3 5.3+2=17 2-17+3=37
bn 1 0 2-0+1=1 1-1+0=1 5.1+1=6 2-6+1=13
an 2 3 17 37
— / / — z _ =
b, 1 1 6 13

Fonte: Elaborada pelo autor.

QAo 2 aq 3 an 17 as 37 , “ .
Segue que —=-, —=-=, —==—g¢g — =— ¢ a sequéncia das
b, 6 by 13

reduzidas.

Proposicéo 3
As sequéncias (a,) e (b,) definidas por (2.2) satisfazem a igualdade a seguir,
gue é denominada identidade fundamental.

an+1bn - anbn+1 = (_1)117 n=0. (2.4)

Demonstracao

Considerando as condi¢des abaixo, faremos prova por inducéo sobre n.

{‘10:%: a1 = qo"q1+1
by 1, by q1

Paran = 0,

arbg —aghy = (qo-q1 + 1)1 —qo-q1 =1 = (-1)°.

Isso mostra que a igualdade é verdadeira para n = 0.

Suponhamos, agora, que para qualquer n € N a igualdade seja valida. Ou
seja, vale (2.4).

Provemos, entéo, que (2.4) vale paran + 1. De fato:

Any2bpy1 — Apigbpys =
= (qn+2an+1 + an)bn+1 - an+1(qn+2bn+1 + bn)
= Qn+2Qn+1bnse1 + Aubpy1 — Qui2Qniibper — bplpyq

= Apbpy1 — bpayiq
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= (—=Dan41bn — anbpyq
= (DD = D

Logo, para todo n € N, a igualdade é valida.

Exemplo 9
Consideremos as informacdes da Tabela 1 em que apresentamos o0s
guocientes parciais e reduzidas do racional i—; mostremos que 0S a,s € 0S b,s de
duas reduzidas consecutivas satisfazem a identidade fundamental (2.4).
Paran=0:a;by—agh; =3-1—-2-1 =1=(-1)°;
Paran=1:a,b; —a;h,=17-1-3:6 =—-1=(-1)};
Paran=2:azb, —ayb; =37-6—17-13 = 1= (—1)?;
Paran=3:asb; —ash, =17-13-37-6 = —1 = (-1)3;

Os valores numéricos ilustram a validade da identidade fundamental.

2.5 Propriedades das reduzidas

Propriedade 1
Diferenca entre duas reduzidas adjacentes:

An= Apt1 an _ (_1)71

bn+1 bn B bnbn+1.

Demonstracao
Pelas expressdes definidas em 2.3, temos que

Apt1 an an+1bn - anbn+1
Ap= =

bn+1 bn B bnbn+1

Digamos que x,, = ap41b,, — anbyy1.

Utilizando o fato de a,, = a,_19, + a,_, € b, = b,_1q, + b,_, temos que:
(D) An+1 = AnGne1 + Ang
(i1) bny1 = bpGne1 + bpq
Substituindo (i) e (ii) em x,, temos,
Xn = (@nqn+1 + an-1)bn — @ (bnqni1 + byp-1)

= bpanqni1 + bpan_1 — aybpqniq — apbp_q
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= bpan_1 — apby_4
= —(apbn_1 — bpay_1) (i)
Observe que a expresséao (iii) € a mesma que x,, embora com todos o0s
indices diminuidos apenas uma unidade.
Assim, concluimos que,
Xp = —Xp_1.
Observe que, ao utilizarmos varias vezes esse resultado, podemos chegar até
o0 indice zero.
Vejamos:
Xp = —Xp-1 = Xn_z = —Xp_3 = = = (=1)"x,.
Calculando x, ,temos
Xo = Wby —aohy =(qo g1 + 1)1 —¢qo g1 = 1.
Calculando x,; ,temos
X1 = azby —a1by; = (92" a1 + ag)q1 — (qo 91 + 1) (g2 " b1 + bp) = —1.
=2 Qo 91 +1)+90)q1 —(qQo 1 + (g2 +1) = -1
= q1(909192 + 42 + 90) — (90419201 + Qo1 + 921 + 1) = -1
= (0919201 + 9201 *+ 9041 — 90919291 — 9201 — 9oq1 — 1 = —1 = (=1)*

Calculando x, ,temos

X, = azh, — ayb; = 1 = (—1)2,
Generalizando,

Xn = Any1bp — apbpyy = (1™
Concluimos que

py= G (C (2.5)
" bn+1 bn bnbn+1. .

Propriedade 2

Cada fracdo reduzida com numero de ordem par é maior que as fracdes
adjacentes, ou seja, a fracdo imediatamente anterior e a fragdo imediatamente
posterior. Por outro lado, cada reduzida com um nimero de ordem impar € menor que

as fracdes adjacentes.
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Demonstracao

Consideremos uma reduzida de ordem n:

ap—1
R, =

bn—l
Utilizando (2.5) paran =2k en=2k+1,com k € N temos,

Qi @ —1)2%k
(1) Ay= 2k-1 Gz (=1)

e .
b2k—1 bZk b2kb2k+1

k
(i) Ayrim Qoksz  Qoker  (—1)2KH
2k+1= -

byk+2  baks1  bakt1baks2

<0

Exemplo 10
Verificando que R, > R; e que R, > R:.
Ou seja: %—2>0 e %—%<O
b3 by by b3

Para fazer a verificagcdo, iremos utilizar a formula (2.5),

A _ an+1 _ a_n _ (_1)Tl
bny1  bn  bnbpy1

Paran = 2, temos:

A= as 4d; (-1)? _
2" b; b, byby  bybs

Paran = 3, temos:

>0

a, a -1)3 -1
A, _4__3:( )

~ b, bs bsb, bsb,

<0

Propriedade 3

Quando se trata do numero de ordem, a diferenca entre duas fracdes
adjacentes é decrescente em valor absoluto.

Demonstracao

Podemos fazer a verificacdo utilizando diretamente a férmula (2.5).

An: Ap+1 _ & _ (_1)11

bui1 Do bpbpyy
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Vejamos:

|An| = e |Apial=

byby i1

Como b, > b, ,temos que |A,;1] < 14,].

bys1bpyr

Propriedade 4

Toda reduzida é irredutivel.

Demonstracao

. ~ . , . . ‘g .
Digamos que a fragéo b—” seja redutivel, isso significa dizer que o numerador
n

e o0 denominador desta fracdo apresentam um fator comum diferente de um, ou seja,
a,=6a’, e b,=6b",, ; ondedb', €N.

Assim, utilizando a igualdade a,,,b,, — apb,+1 = (—1)", obtemos,
S(an+1b,n - a’nbn+1) = (_1)71.
O que é um absurdo, uma vez que o primeiro membro da igualdade é divisivel

por &, enquanto o segundo membro néo é.

2.6 Fracdes continuas periodicas

Uma fracdo continua periédica € aquela em que 0s quocientes incompletos
se repetem continuamente na mesma ordem. O conjunto desses quocientes
incompletos que se repetem é chamado de periodo. Quando o periodo comega no
primeiro quociente incompleto, a fragdo continua é denominada periodica simples.
Quando o periodo ndo comeca no primeiro quociente incompleto, a fracdo continua é
chamada de periddica mista ou composta. Os guocientes incompletos que nao se
repetem, ou seja, que aparecem antes do primeiro periodo, constituem a parte nao
periodica. As fracdes continuas periddicas geralmente séo representadas escrevendo
0S quocientes da parte nao periodica, seguidos pelos quocientes do primeiro periodo.
Esses quocientes consecutivos sao separados por virgulas, e o periodo é indicado

colocando um ponto sobre cada quociente do periodo, ou apenas sobre o primeiro e
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o ultimo quociente.

Essa representacao pode ser colocada entre dois tracos paralelos ou dentro

de parénteses, mas isso nao é obrigatorio.

Exemplo 11
A fragdo continua periédica
3+ 1
5+ 1 1
9+ T
3+ 1
5+ 1
9+ T
3+ 1
5+ 1
pode ser expressa com os simbolos:  3,5,9
3,5,9
(3,5,9)
13,5,9].
Exemplo 12
A fracdo continua mista ou composta
2 + !
4 + 1 il
7+ I
6 + T
4 + 1
7+ 1
6+ I
4 4+ 1
7+ — 1
6+ y

pode ser expressa com os simbolos:  2,4,7,6
2,4,7,6
(2,4,7,6)
12,4,7,6|.
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2.7 FracOes continuas e determinantes

Quando uma férmula de recorréncia é apresentada, como na proposicao 2,
surge um problema importante: determinar a n-ésima reduzida sem depender das
reduzidas anteriores. Nesta secdo, mostraremos brevemente que, ao resolver essa
problemaética, existe uma relacdo entre fracdes continuas e determinantes. A principal
conclusdo que aborda essa relagdo, a proposicdo 3 (identidade fundamental), é

comprovada pela teoria dos determinantes.

Teorema 4 (Férmula do Determinante).
A relacéo

Aniq Q
b::-l b:] = Qpy1 by — by ay = (_1)11

é verdadeira para todo n= 0, sendo @, e b, o numerador e o denominador,

respectivamente, da n-ésima reduzida.

Demonstracao

Omitiremos a demonstracdo dos calculos das reduzidas mediante aplicacédo
da ideia de determinante, a qual pode ser obtida em BONFIM (2014), MOORE (1964)
e OLDS, C. D. (1963).

Assim, dada a fracao continua simples

a
5= (905 1, 92> -+ Gl

cada uma das suas reduzidas pode ser expressa usando-se a nogéo de determinante.

. Qo a1
Por exemplo, as reduzidas . e — podem ser expressas como

0 1
20 _20_ g
b, 1
q —1
a; _ l_%'%‘*‘l_ 1 q
b1_ ° 1_ q1 B q1
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. an .
A reduzida b pode ser reescrita como
2

9 -1 0

1 ql _1

a, 1 1 Qoq1°q2tqo+q, 10 1 ¢
b, o q +i 1 q1°q2+1 qg1°q2 +1 q —1
1 g, q> 1 q

Pela Proposicéo 2, temos que os humeradores e os denominadores de uma
reduzida séo obtidos de forma recorrente, ou seja, usando a representacdo do nimero
em fragBes continuas para obtermos os numeradores e denominadores das reduzidas
subsequentes.

Nesse sentido, se aplicarmos a ideia de determinantes a (n+1)-ésima

) a )
reduzida, b—n , esta seria da forma
n

g -1 0 0 0
0 1 q 0 0
0 0 O I —1
an n * Ap-1 t Ap— 0 0 0 1 dn
n bn Qn * bp_1 + by, q -1 0 0 0 ( )
0 1 gq; o 0
0 0 O -1 —1
0o 0 O 1
Exemplo 13
Usando determinantes (sem usar as reduzidas precedentes), obter a terceira
355
reduzida da frag@o continua correspondente ao nimero Tos"

Pelo algoritmo de Euclides, temos
355 =3-103 + 46
103=2-46+11

46 =4-11+2
11=5-2 +1
2=2-1+0.
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Assim,

355 1
103 — 3+ 1 =[3;2,4,5,2] = [q0; 91,92, 93, 4] -

Adaptando a expressao (2.6) paran = 4, obtemos:
9, -1 O 0
1 ¢q -1 0
o 1 ¢q, —1
_a 1o 0 1 43

R, =—=
7 b, q, -1 0
1 ¢q, -1
0 1 gq
Substuindo qy =3, 91 =2, q, =4,93 =5e q, = 2, temos
3 -1 0 0
1 2 -1 0
0O 1 4 -1
_lo 0o 1 5
bs 2 -1 0
1 4 -1
0 1 5

Para o célculo especifico do determinante de uma matriz quadrada M de
ordem n > 4, podemos usar 0 método de Laplace, da seguinte maneira:

Selecionamos, de forma conveniente, uma linha i ou coluna j de M, de modo
que

det(M) = Z (D)™ mj - det(Mi]-),

ij=1
onde m;; € o elemento que esta na linha i /coluna j da matriz original e M;; € a matriz
obtida quando se retira a linhai e a coluna j da matriz original.

Assim, escolhida a coluna 1, chegamos a

3 -1 0 0
as = (1) % 21 _g — (_1)1+1 -3 det(Mll) + (_1)2+1 -1 - det(MZl)
0O 0 1 5
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2 -1 0 -1 0 0
=(-D"t-3-(1 3 —1[+(-D*t-1-]1 4 -1
0 1 5 0 1 5
=3-47+1-21=162.
2 -1 0
b;=(1 3 —1|=47.
0 1 5
as 162
Portanto, — = —.
b3 47

2.8 FracOes continuas e Equacdes Diofantinas

Equacéo Diofantina € uma equacgéo polinomial com coeficientes inteiros que
permite a duas ou mais variaveis assumirem apenas valores inteiros. Esta, por sua
vez, sera linear quando for uma equacao entre duas somas de mondémios de grau zero

ou um.

Problemas Diofantinos possuem menos equacfes que Vvariaveis
desconhecidas e sua resolucdo se resume a determinar inteiros que sejam,
simultaneamente, solucdo de todas as equac¢des. Numa linguagem um pouco mais

técnica, elas definem uma curva ou uma superficie algébrica.

A palavra Diofantina se refere ao mateméatico helenistico do século
[, Diofanto de Alexandria, ja citado anteriormente, o qual estudou tais equacdes e foi
um dos primeiros matematicos a introduzir o uso de simbolos na algebra. A
formulacdo de teorias gerais para as equacdes Diofantinas (além da teoria da forma
qguadratica) foram realizadas apenas no século XX.

Equacdes diofantinas lineares assumem a forma ax + by = c. Esse tipo de
equacdes resolve muitos problemas na Aritmética. Os teoremas a seguir nos

descrevem condicdes e possiveis solugbes para essas equacoes.

Proposicédo 5
A equacdao diofantina mx + ny = ¢, com m,n,c € Z, admite solucdo
se, e somente se, 0 mdc(m,n) divide c.

Caso contrério, a equagéo diofantina mx + ny = ¢ ndo possui solugéo.

30



Demonstracao

Seja (xq, yo) uma solucao particular da equacao mx + my = c.

Como o mdc(m,n) divide m e divide n, ele também divide mx, + ny,, e
como (x,,y,) € uma solucdo entdo mx, + ny, = ¢ € mdc(m, n) divide c.

Do mesmo modo, supondo que o mdc(m,n) dividac, concluimos que

¢ =mdc(m,n) -k, para algum inteiro k.

Por outro lado, pelo Teorema de Bézout, sabemos que existem inteiros a e b,
tais que
mdc(m,n) = ma + nb. (2.7)
Multiplicando (2.7) por k, teremos:
mdc(m,n) -k =(ma+nb) -k -~ c=m(ak)+ n(bk).

Logo, existe pelo menos uma solugcéo da equacéo que é (ak, bk).

Exemplo 14
A equacéo diofantina 4x 4+ 6y =9 nao possui solugdo pois mdc(4, 6) = 2, ndo
divide 9.

Teorema 6
Se m,n s&o inteiros positivos, tais que mdc(m,n) = 1, entdo possuli
infinitas solucdes inteiras a equacao
mx —ny = 1. (2.8)
Demonstracao

. . . . m .
Pelo Teorema 1, € possivel expressar o nimero racional — por meio de uma
n

fracdo continua simples e finita

3

(905 G1, 925 -+ n]- (2.9)

n

an-1

_ . a .
As duas ultimas reduzidas e — formam o meio adequado para a

n—1 bn
solucédo da equacdo mx — ny = 1, pois elas satisfazem as relagdes da Proposicéo 3,

ou seja,
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Ap by — an_q by = (1",
substituindo, a,, = m e b,, = n, temos
m-b,_;—n-a,_; =" (2.10)

Se a quantidade de quocientes, r, é par, segue que x, = b,_; € Yo = Ar_1 €
uma solucgéo particular mx — ny = 1. Entretanto, se r € impar, temos que (—1)" = —1.
Ao obtermos a solucao particular (x,,y,) da equagcdo mx — ny = 1, podemos
facilmente encontrar a sua solugéo geral.
Para que isso ocorra, consideremos (x, y) outra solugcéo da equacéo (2.8).
Assim,
mx—ny=m-xy—n-y,= 1. (2.11)
Dai obtemos seguinte igualdade:
m(x — xo) = n(y — Yo)-
Como o mdc(m,n) = 1, segue que n divide x — x,. Logo, existe um inteiro k
tal que
X — xo = nk se e somente se x = x, + nk. (2.12)
Substituindo (2.12) em (2.10), temos

n(mk) =n(y — yo)-

Logo,
(y —yo) = mkseesomentese y =y, + mk. (2.13)
Portanto, toda solucédo (x,y) da equacdo mx —ny = 1 é da forma
X = Xxo +nk
{y o imk ket (2.14)

Em contrapartida, se (x,,y,) € uma solucado particular demx —ny =1, as
relacbes apresentadas em (2.13) satisfazem a equacao dada.
De fato,
mx — ny = m(xy + nk) — n(y, + mk)
= mx, + mnk —ny, — mnk (2.15)
= mx, — ny, + mnk — mnk

=mxo—ny,=1

Portanto, as solu¢des dadas, conforme (2.13), sdo denominadas de solucéo

geral da equacdo mx —ny = 1.
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Exemplo 15

Obteremos as solucdes gerais das equacgdes 13x — 29y =1 e 13x — 29y = —1.

Usando o algoritmo de Euclides, temos

29=2-13+3
13=4-3+1
3=3-1+0.

Com isso, g = [0;2,4,3].

. a .
Vamos calcular a reduzida I a qual satisfaz
2

g -1 0 0 -1 0
1 ¢ -1 1 2 -1
a 10 1 ql_lo 1 4al_4
b,  |lan 1| |2-4| )
1 q 1 4

Segue que (xg,¥0) = (9,4) € uma solugdo particular da equagéo 13x — 29y =1,
pois 13(9) — 29(4) = 1.
Portanto, de acordo com (2.14), sua solucao geral é dada por

{x=9+29k
y=4+13k ’

k € Z.

Multiplicando a solucéo (9,4) por (-1), e substituindo na equagdo 13x — 29y =1,
obtemos 13(—9) — 29(—4) = —1.

Logo, (x1,¥1) = (—9,—4) € uma solucéo particular da equagdo 13x — 29y = —1,

que tem como solucéo geral

{x=—9+29k ke

y=—4+13k ’

Visto como encontrar as solu¢cbes da equagdo mx — ny = 1, vamos determinar
as solugdes das equagbes mx —ny = c € mx +ny = ¢, em que mdc(m,n) = 1. Tais

solugcdes surgem sem complicacdes, conforme indicado a seguir.
(i) Consideremos a equacdo mx — ny = c, onde mdc(m,n) = 1.
Por (2.14), temos a solucéo particular (x4,y,) de mx —ny = 1, da forma

mxy, —ny, = 1,
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multiplicando a equacgé&o por c, temos
c(mxy —nyy) =c
cmxy — cnyy = ¢
m(cxy) —n(cy,) = c. (2.16)
Portanto, (cxy, cy,) € uma solugédo particular de mx — ny = c e sua solugao

geral é dada por

{x =CXotnk e (2.17)

y=cy,+mk "’

(ii) Consideremos a equagdo mx + ny = ¢, onde mdc(m,n) = 1.
Usando (2.10), iremos encontrar a solugéo particular de mx + ny = 1 com as

an-1

. a .
reduzidas e —, que satisfazem

n-1 n
m-b,_1—n-ay,=m-b,_;+n-(—a,_1)=1. (2.18)
Assim, xo, = b,_; € yo = —(a,_1) € uma solugéo particular de mx + ny = 1.
Notamos que
mx+ny=c-1=c[m-b,_q+n-(—a,_1)] ,0u seja,

m(x—c b)) =n(-y—c-a,_1). (2.19)

Como mdc(m,n) =1, segue que n divide (x —c-b,_;). Logo, existe um

namero inteiro k, tal que

X —c-b,_; =nk se esomente se x =c - b,,_; + nk. (2.20)
De (2.20) em (2.19), temos n(mk) = n(—y —c - an_1).

Assim,

—y—c-ap_; =mk = y=c-(—a,_,) —mk. (2.21)

Por outro lado, para qualquer nimero k € Z, uma substituicdo direta utilizando
(2.18), (2.20) e (2.21), nos fornece
mx +ny = m(c - b,_; + nk) + n(c- (—a,—,) — mk)
=m-c b,y +mnk—mnk+n-c-(—a,_,)
=cm-bp_1+n-(—a_1)]=c-1=c.
Portanto, a solugéo geral da equacdo mx + ny = c é da forma
{x =c-b,_1+nk
y=c(=ap-1) —mk
{x =c- b,_1+nk

, ket
y=c(=apy) —mk
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Exemplo 16

Obteremos as solucdes gerais das equacgao 30x — 13y = 5.

Usando o algoritmo de Euclides, temos

30=2-13+4
13=3-4+1
4=4-1+4+0

. 30 , , . .
Assim, — = [2;3,4], que um ndmero impar de quocientes; ou seja, devemos

transformé&-la em outra equivalente com nimero par de quocientes.

30_2+ 1 =2+ 1
13 3+% 3+L1
3+T

Vamos entdo determinar a terceira reduzida para encontrar uma solucdo

particular de 30x — 13y = 5.

2 -1 0
1 3 -1
4 _lo 1 31_23
b, |3 —1| 10
1 3

Segue que x, =b, =10 e y, = a, = 23 séo solucbes da equacdo 30x —
13y = 1. Com isso, obtemos 30(10) — 13(23) = 1. Logo, (5x,, 5y,) = (50,115) é uma
solucéo particular da equacgédo 30x — 13y = 5.

Portanto, sua solucédo geral é

{ x =50+ 13k ke
y =115+ 30k’ '

Analogamente, (—50x,, —115y,) = (=50,— 115) é uma solucao particular da
equacao 30x — 13y = —5. Consequentemente, sua solucdo geral é

{ x =-50+ 13k

y = —115 + 30k ¥ € Z-
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3 CONSIDERACOES FINAIS

O resgate da longa historia das fracdes continuas reforca o seu uso ja nos
tempos antigos. Em nosso trabalho, conseguimos perceber que elas continuam sendo
um tépico de pesquisa matematica ativa, que desempenha um papel importante no
desenvolvimento de diversas areas, incluindo teoria dos nimeros, analise matematica

e até mesmo na tecnologia, com a criptografia moderna.

As fracdes continuas ndo se resumem apenas a uma forma de representar
nameros racionais e irracionais, mas, muito além disso, constituem uma teoria capaz
de determinar melhores aproximacdes racionais de um namero irracional, para que

sejam utilizadas em pesquisas matematicas de grande valor.

Durante o desenvolvimento deste trabalho, observamos que as fracfes
continuas sao predominantemente abordadas em dissertacdes de mestrado, o que
nos colocou em um cenario desafiador, devido a dificuldade na compreensédo da
linguagem técnica e complexidade dos conceitos encontrados na adaptacado para um
trabalho de graduacdo. Cada desafio vencido contribuiu ainda mais para nossa

interpretacdo do tema proposto.

A construcdo do TCC se consolidou numa rotina intensa, desde a escolha do
tema até a sua exposicdo. Superamos grandes dificuldades, transformando-as em
incentivo para persistir rumo a esta conquista. E recompesador ver o trabalho tomando
forma, cada capitulo sendo revisado e concluido aos poucos, fortalecendo nossa
autoconfianca. Para n@s, o trabalho néo s6 atendeu as expectativas, mas representou

todo nosso aprendizado e dedicagéo ao longo deste curso.

Por fim, podemos dizer que 0s objetivos a que nos propusemos neste trabalho
foram atingidos, uma vez que conseguimos entender e expor as principais definicdes
e resultados concernentes ao tema, bem como a relacdo existente entre as fracoes
continuas, determinantes e equacfes diofantinas lineares. Estes estudos, com

certeza, poderdo nos ser Util para novas pesquisas.
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